Mouvement Brownien

Evaluation d’actifs
Modeéle de marché
Définition. S?Hl = S?ke

V, =0 0 Si = <9tk,szk>
(0048), =5, 10, AS,,)

r(tk+1—tk)
Définition.
Définition.

Définition (Stratégie autofinancée). Vtk = 17;50

+(9.A§)t

Définition (Déf équivalente). (0, .S, 1) = (04, 1,5, 1)
Proposition (Call-Put).

Cy(S, T,K)—P,(S,T,K)=8— Ke Tt

Théoréme. S une Q-martingale = A.O.A

Réplication d’actifs
Proposition (Prix d’un actif réplicable).
o = ehEGe T 7]
Théoréme (Risque neutre arbre binomial).
1. d<e™ <u
2. QY =u)=qetQY,=d =1-gq

rAt
—d
3. 9= € u—d

Soit t), = kAt

Théoréme (Evaluation des actifs indép du chemin). Soit
G =¢(Sp)

1. pf (X)) =e " gpf; | (Xu)+(1—q)pf; | (Xd)]

2. v= e To(Sh)

»G 1 1
2. 0l = Pe (WShy ) pfk<dS‘k 1)
C Ttk uSy  —dS}
k-1 k-1

Mouvement Brownien et Ito

Processus Stochastiques

Définition. X mesurable si Vo, ..., a5 on a
{(t,w) : X}(w) < al, ..., X{(w) < al} € BRY) © F

Proposition. Si X = (X1, ..., X) est un vecteur gaussien

alors ® x(§) = HEEXD—3(EKxE) oy K est la matrice de
covariance

Martingales en temps continu

Proposition. Soit M une sous-martingale.
F ={s; <...< sy} ensemble fini
AP(TS‘})?(MS > >‘) < [HM&‘N|1{H.1€E]})?(A452/\}]
Proposition (Inégalité maximale de Doob). Soit M une
sous-martingale d trajectoires continues
’\P(grer[lax] M, > )‘) < IEHMle]l{ rnax]IW >)\}]
Proposition (Inégalité Doob II). Soit M une sous-martingale
a trajectoires continues, p > 1 et A >0
E(( e IM)P] < (5B )R M, 7]

LIS

Mouvement Brownien

Définition. B un mouvement brownien si
1. B a trajectoires continues
2. V0O<s<t, B, —
3. V0O<s<t, B, —

B, indépendant de F
B, ~N(0,t—s)

Proposition. B mouvement brownien < B processus
gaussien continu, eg(t) =0 et Kp(s,t) =min(s,t)

Proposition (Théoréme de Levy). Si M, martingale continue
avec My = 0 telle que M} —t martingale alors M, mouvement
brownien.

Proposition. Si B mouvement brownien, T >0, A\ > 0 alors :
1. {=B}
2. {Bpy — Br}

3. {ﬁth}
4. {tBi;}

sont des mouvements browniens.

Proposition. Ve >0 lim;_, % =0 p.s.
t27"¢

Proposition. VI' >0,z € R:P(3s>T,B,=z)=1

Proposition. [P(glg B, =—00)=1 et P(supB, =00) =1

t>0

Définition (Variation d’ordre p). Soit
A={t; =0<t; <..<t, =t} une subdivision de [0, ],
|Al=suplt; —t; 4] , p>1

2

ViPg, 8) = X7 lg(ti) — alt; )P
g:[0,T] = R a variation totale d’ordre p si
V0<t<T sup, VIp),(g9,A) < o0

St lim,_, o Vt(m(g) < 0o avec V(p (g) = limsup Vt(p)(g, A) on dit
|A|—0
que g de variation d’ordre p bornée.

Proposition. l1m‘AH0 ]| V (B7 A)—t]?]=0
C’est a dire : 'V, (B A)—>t
A—=0

Proposition. Les trajectoires de B sont presque surement d
variation totale infinie sur [0, t]

Définition. Un processus est dit & variation quadratique finie
st il existe un processus fini (X), tel que A™,| A™ |— 0

. 2

hm'n%oo ‘/t( )(X7 An) = <X>t p.s

On note : (X,Y), = <X+Y>t7§X>t7<y>t

Proposition (Théoréme de Levy de caractérisation). Soit M,
une martingale continue avec My = 0 telle que (X), =t alors

M, est un mouvement brownien.

Intégrale d’1to
Définition (Processus élémentaire). H € & est un processus
élémentaire si Hy(w) = Z?:l Hi(w)ly, |, avec
{to < ... < t,, = T} subdivision, H; est T,
sup | H; |< oo

K2

N -mesurable et

Définition. [ H,dB, = X" | Hy(Byu, — By, ) est :
1. F-adapté et a trajectoires continues
2. Une F-martingale qui démarre a zero.

3. Une isométrie : E[( f H,dB,)?] = E[ f H2 du]

4 E[(f H,dB,)(f K,dB,) | F] =
E[(f'"”‘”)H K, du| ]

5. f H,dB,) f H2du)} est une F-martingale
démarrant en zéro.

Proposition (Variation quadratique I). Soit H € &

t t
</ HudBu):/ H2du
0 0
t t t
</ HudBu,/ KudBu>:/ H,K,du
0 0 0

Intégration des processus de £?
£2 = {{Ht, [E[fOTHgdu] <oo}

Proposition. H — [E [[OT H2 du] définit une norme sur L2

Lemme. & dense dans £2 pour |.| z2

Théoréme (Intégrale stochastique II). Il existe une unique
application linéaire J qui prolonge l’intégrale d’It6 de & et
vérifie la propriété d’isométrie :

E[I[H)] = | /( H2ds]
D

Proposition (Intégrale de Wiener). Soit f € CV. Le processus

{]Ot f(s)dB,}, vérifie :
t
/ f2(s)ds)

0

/t f(s)dB, ~ N(0
0

Intégration des processus de £
L= {{Hz . }

Théoréme (Intégrale stochastique III). Il existe une unique
application linéaire J qui coincide avec l’intégrale stochastique
sur & et vérifie la propriété de continuité : si (H™), oy est une

suite de processus simples telles que fOT(H;‘)2 du — 0 en

probabilité alors : (J(H™);) = 0 en probabilité.

SUP;e(o,7)



Calcul d’It6

Définition (Processus d’It6). Un processus X est appelé
processus d’Ité si il s’écrit de la forme :

Xt:XO+/ a, du+/ H,dB,
Avec XoEF o, o et H deux processus F-adaptés tels que :
fOT\oeu|du < oo p.s. et j(‘JT|Hu\2du < 00 p.s.
Définition. Soit 72 les processus d’Ité tels que :

E [j(’JT|au\du] <oo etk [fOT|Hu|2 du} < oo

Proposition. Soit X un processus d’Ité de J? alors sa
décomposition est unique.

Proposition. Soit X, = X, + f(;’ o, du + fot H,dB, un

processus d’Ité de I alors X une martingale si et seulement si
a=0 p.s.

Proposition (Variation quadratique d’un processus d’Itd).
Soient X, = X + ‘](')t aX du + ./(']t HXdB, et
Y, =Yy + [ a¥du+ [ HYdB, dans 72

t
X) = [ 1P du
0
t
(X,Y)t:/ HXHYdu
0

Théoréme (Formule d’It8). Soit f: R, x R — R € C12. Soit

XeJ, Xy=Xo+ [ a,du+t [ H,dB,. Alors
Y, = f(t,X,) €7

to ta
f(t7Xt>:f(07XO)+/ J(U,th)du+/ 7f<u Xu)qu,

A ot A oz

it 52
o°f
5.0 @<u,Xu>d<X>u

Proposition (Intégration par parties). Soient X et Y deux

processus d’Ité. Alors :

t t t
XtYVt:XOYO_F/ XadY:s+/ stXs+/ d<X7Y>5
0 0 0
It6 multidimensionelle

Equations différentielles stochastiques
Théoréme. Soit T >0 et a(-,-), b(-,-): [0,T] xR = R des
fonctions mesurables telles qu’il existe des constantes C, L >0
satisfaisant :

la(t,z)| +|b(t,z)| < C(1+ |z|),Vz € R, t € [0,T]
la(t, z) —a(t,y)| +[b(t, =) —

Soit Z une variable aléatoire indépendante de la o-algébre F
générée par tous les B,(s > 0) et telle que

E[Z?] < oo

Alors équation différentielle stochastique
t ot
X, = Z+/ a(s,Xs)ds+/ b(s, X,)dBy,t €[0,T]
(i (0

admet une unique solution X, telle que :
1. X, est continue par rapport a t

2. X, est adaptée a la filtration T ¥ générée par F, et Z

3. X e L%[0,T)) :
T
E [/0 Xf} < oo

Représentation de martingales

Théoréme. Soit (M), 7] une martingale par rapport d la
filtration naturelle d’un mouvement Brownien B,;. Supposons
que M € M?([0,T)). Alors il existe un processus adapté

(Hy)ep,1) tel que
¢
M, :M0+/ H,dB,
o

De plus H € £%([0, T))

Proposition (Théoréme de Girsanov élémentaire). Soit
T>0,T<oo et A€ R. Considérons la mesure de probabilité Q
définie sur (2, F) par

d A2

d%:f = Z} o Z} = exp{—AB, — St

Alors, le processus {B; + At,t € [0,T]} est un F-mouvement
Brownien standard sur (Q, F, Q).

Modele de Black et Scholes

On suppose SY = S0er et dS, = pdS,dt + oS, dB,. On note
St SO
Définition. La condition d’autofinancement de la stratégie
(a,0) est dV, = a; dSY + 6, dS, ou encore dv, = 6,d8S,.

On appelle ensemble des portefeuilles admissibles :

T
A= {O[F-adapté  E [/ 9uS~u2du} < oo}
0

Proposition. Notons \* := (u—1)/o et considérons la
mesure de probabilité Q*
*\2
o)
2

dQ*
d[P\;t

Alors § est une F- martingale sur Q* et pour toute stratégie

financiére (x,0) € A la valeur actualisée Vel est une

=27 on Z}) = exp{f)\*Bt -

b(t,y)| < Llx —y|,Va,y € R, t € [0, Thhartingale.

Proposition (Formules importantes).
dS, = puS,dt + oS, dB,
dS, = (p—r)S,dt + ¢S, dB,
dV, = re, S dt + 6,5, dB,
aV, = 0,dS, = 6,(n —r)S, dt + 00,5, dB, dB,

dB: = dB, + A*dt, xr = L1

dS, =rS,dt + ¢S,dB;
dS, = ¢5,dB;
dV, = 6,dS, = 0,05, dB;.

Evaluation d’options européennes et équation
de BetS

Proposition (Evaluation par réplication). Soit un actif

contingent de payoff G. Supposons que EY [G?] < co. Alors
1. Vactif G admet une stratégie de réplication (z€,0%).

2. sous la condition d’absence d’opportunités d’arbitrage
A.O.A, son priz d la date t, noté ptG, est donné par :

pf = SPEY [G/SY | F,] =B [e TG | 7]

Théoréme (Equation de Black et Scholes). Soit
v:[0,T] x R — R une fonction de classe C12 solution de
U’EDP :

Ou(t, ) + ;O’ 220,,0(t, ) = red,v(t, x) = ro(t, =), V(t, x)
o(T,z) = &(x)

Nous supposons de plus que O, v est telle que

T
E {/ |8Iv(t,St)St2dt} < oo
0

Alors (v(0, 50),{9,v(¢t,St),0 <t <T}) € Rx A est une
stratégie de réplication de G = ®(Sy) et le priz de G a la date
t est v(t, S;). Preuve.

Les Grecques
o delta : 9,u%(t, S,)
+ gamma : 9,,u%(t, S,)
o théta : 9,u®(t, S,)

Fiche de Mouvement Brownien.
http ://ausset.me/cheatsheets
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