
Programmation Dynamique
Horizon fini
Principe de la programmation dynamique
Proposition. Soit 𝑥 ∈ 𝐴 alors (𝑥, 𝑥1, … , 𝑥𝑇) solutions de
𝑣(0, 𝑥) ⟹ ∀𝜏 = 1, … , 𝑇 − 1, la suite (𝑥𝜏, … , 𝑥𝑇) est solution
de 𝑣(𝜏, 𝑥𝜏)

Proposition. Soit 𝑥 ∈ 𝐴,
𝑣(𝑡, 𝑥) = sup {𝑉𝑡(𝑥, 𝑦) + 𝑣(𝑡 + 1, 𝑦) ∶ 𝑦 ∈ Γ𝑡(𝑥)}

Backward induction
Proposition. (𝑥, 𝑥1, … , 𝑥𝑇) solution de
𝑣(0, 𝑥) ⇔ ∀𝑡 = 0, … , 𝑇 − 1 ; 𝑥𝑡+1 solution de

sup
𝑦∈Γ𝑡(𝑥𝑡)

{𝑉𝑡(𝑥𝑡, 𝑦) + 𝑣(𝑡 + 1, 𝑦)}

Horizon infini
Problèmes à horizon escompté du type

𝑣(𝑥) ∶= sup {
∞

∑
𝑡=0

𝛽𝑡𝑉 (𝑥𝑡, 𝑥𝑡+1)𝑥0 = 𝑥, 𝑥𝑡 ∈ 𝐴, 𝑥𝑡+1 ∈ Γ(𝑥𝑡)}

Notations et hypothèses
• 𝐴 espace métrique compact
• Γ(𝑥) ≠ ∅, ∀𝑥 ∈ 𝐴
• 𝑉 (., .) continue sur 𝐴 × 𝐴
• Adm(𝑥) ∶= {𝑥̃ = (𝑥𝑡)𝑡≥0 ∶ 𝑥0 = 𝑥, 𝑥𝑡 ∈ 𝐴, 𝑥𝑡+1 ∈

Γ(𝑥𝑡)∀𝑡 ≥ 0}

Définition. Soient 𝑋 et 𝑌 espaces métriques et 𝐹
correspondance à valeurs compactes non vides de 𝑋 dans 𝑌 et
𝑥 ∈ 𝑋 :

1. 𝐹 h.c.s en 𝑥 si ∀𝑥𝑛 → 𝑥 ∈ 𝑋 et ∀𝑦𝑛 ∈ 𝐹(𝑥𝑛) la suite
𝑦𝑛 admet une valeur d’adhérence dans 𝐹(𝑥)

2. 𝐹 h.c.i en 𝑥 si ∀𝑦 ∈ 𝐹(𝑥) et ∀𝑥𝑛 → 𝑥 ∈ 𝑋, ∃𝑦𝑛 ∈ 𝐹(𝑥𝑛)
telle que 𝑦𝑛 → 𝑦 ∈ 𝑌

Ou de façon équivalente :
1. 𝐹 h.c.s en 𝑥 si pour tout ouvert 𝑉 contenant 𝐹(𝑥), il

existe un voisinage 𝑈 de 𝑥 tel que 𝑉 contienne 𝐹(𝑦)
pour tous les 𝑦 de U

2. 𝐹 h.c.i en 𝑥 si pour tout ouvert 𝑉 qui rencontre 𝐹(𝑥), il
existe un voisinage 𝑈 de 𝑥 tel que 𝑉 rencontre 𝐹(𝑦) pour
tous les 𝑦 de 𝑈

Existence de solutions
Proposition. (𝐴∞, 𝑑∞) est compact.

Lemme. ∀𝑥 ∈ 𝐴, Adm(𝑥) est un compact de (𝐴∞, 𝑑∞).

Lemme. 𝑢 est continue sur (𝐴∞, 𝑑∞).

Proposition (Fonction valeur, équation de Bellman). •
Si 𝑥̃ ∈ Adm(𝑥) est solution de 𝑣(𝑥) alors pour tout 𝜏 ≥ 0
la suite (𝑥𝑡)𝑡≥𝜏 est solution du problème 𝑣(𝑥𝜏)

• 𝑣(.) solution de 𝑣(𝑥) = sup
𝑦∈Γ(𝑥)

{𝑉 (𝑥, 𝑦) + 𝛽𝑣(𝑦)}

Berge et Blackwell
Pour tout 𝑓 ∈ 𝐵(𝐴) on définit :
𝑇 𝑓(𝑥) ∶= sup

𝑦∈Γ(𝑥)
{𝑉 (𝑥, 𝑦) + 𝛽𝑓(𝑦)}

Théorème (Théorème de Blackwell). Soit 𝐻 un opérateur de
𝐵(𝐴) dans lui même vérifiant :

1. 𝐻 monotone

2. ∃𝜂 ∈]0, 1[ tel que ∀𝑎 > 0, 𝑓 ∈ 𝐵(𝐴) on ait
𝐻(𝑓 + 𝑎) ≤ 𝐻𝑓 + 𝜂𝑎

alors 𝐻 est une contraction de 𝐵(𝐴) de rapport 𝜂

Corollaire. L’équation de Bellman admet une unique solution,
et ∀𝑓 ∈ 𝐵(𝐴), 𝑣 limite uniforme de la suite 𝑇 𝑛𝑓

Proposition. ∀𝑓 ∈ 𝐶0(𝐴, ℝ), 𝑇 𝑓 ∈ 𝐶0(𝐴, ℝ) donc 𝑣 continue.

Théorème (Théorème de Berge). Soit 𝑋 et 𝑌 deux métriques,
𝐹 une correspondance continue, à valeurs compactes, non
vides de 𝑋 dans 𝑌. 𝑓 ∈ 𝐶0(𝑋 × 𝑌 , ℝ). Pour tout 𝑥 ∈ 𝑋 soit :

𝑔(𝑥) ∶= max
𝑦∈𝐹(𝑥)

𝑓(𝑥, 𝑦) et 𝑀 ∶= {𝑦 ∈ 𝐹(𝑥) ∶ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥)}

Alors 𝑔 est continue sur 𝑋 et 𝑀 une correspondance à valeurs
non vides, h.c.s.

Temps continu
Equation d’Euler-Lagrange

sup
𝑥∈𝐶1([0,𝑇 ])

𝐽(𝑥) = ∫
𝑇

0
𝐿(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥̇(𝑡)) d𝑡 + 𝑔(𝑥(𝑇 )) + 𝑓(𝑥(0))

• 𝐿, 𝑔 et 𝑓 sont 𝐶1

• 𝐿𝑣𝑖
= 𝜕𝐿

𝜕𝑣𝑖
et 𝐿𝑥𝑖

= 𝜕𝐿
𝜕𝑥𝑖

• ∇𝑣𝐿 = (𝐿𝑣1
, … , 𝐿𝑣𝑛

)′ et ∇𝑥𝐿 = (𝐿𝑥1
, … , 𝐿𝑥𝑛

)′

Proposition. Soit 𝑥 ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]), si 𝑥 solution alors on a :

1. 𝑥 solution des équations d’Euler-Lagrange :

d
d𝑡

[∇𝑣𝐿(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥̇(𝑡))] = ∇𝑥𝐿(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥̇(𝑡))

2. 𝑥 verifie les conditions de transversalité :

∇𝑣𝐿(0, 𝑥(0), 𝑥̇(0)) = 𝑓′(𝑥(0))
∇𝑣𝐿(𝑇 , 𝑥(𝑇 ), 𝑥̇(𝑇 )) = −𝑔′(𝑥(𝑇 ))

3. Si on suppose que 𝑔 et 𝑓 concaves sur ℝ𝑛 et que
∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝐿(𝑡, ., .) est concave sur ℝ𝑛 alors si
𝑥 ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]) verifie les équations d’Euler-Lagrange et
les conditions de transversalité alors 𝑥 est solution.

Principe de la programmation dynamique

𝑣(𝑡, 𝑥) = sup {∫𝑇
𝑡 𝐿(𝑠, 𝑦, ̇𝑦) d𝑠 + 𝑔(𝑦(𝑇 )) ∶ 𝑦 ∈ 𝐶1, 𝑦(𝑡) = 𝑥}

Proposition. La fonction valeur verifie pour tout 𝑥 ∈ ℝ𝑛 et
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] :

𝑣(0, 𝑥) = sup {∫
𝑇

𝑡
𝐿(𝑠, 𝑦(𝑠), ̇𝑦(𝑠)) d𝑠 + 𝑣(𝑡, 𝑦(𝑡)), 𝑦(0) = 𝑥}

Equations d’Hamilton-Jacobi

Proposition. Supposons 𝑣 régulière, alors 𝑣 solution de :

𝜕𝑡𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝐻(𝑡, 𝑥, ∇𝑥𝑣(𝑡, 𝑥)) = 0
𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑝) ∶= sup

𝑞∈ℝ𝕟
{𝑞.𝑝 + 𝐿(𝑡, 𝑥, 𝑞)}

Contrôle optimal

sup
𝑢∈𝒰

𝐽(𝑢) = ∫
𝑇

0
𝐿(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠)) d𝑠 + 𝑔(𝑥(𝑇 ))

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)), 𝑥(0) = 𝑥0

Théorème. Supposons 𝑓 continue et

∃𝑀 > 0, |𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) − 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑢)| ≤ 𝑀|𝑥 − 𝑦|, ∀(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)

Alors sous ces hypothèses, tout contrôle admissible 𝑢 ∈ 𝒰 et
toute condition initiale 𝑥0 l’équation admet une solution unique.

Lemme (Lemme de Gronwall). Si 𝑥 ∈ 𝐶0 satisfait pour des
constantes 𝑎 ≥ 0 et 𝑏 ≥ 0 :

|𝑥(𝑡)| ≤ 𝑎 + 𝑏 ∫
𝑡

0
|𝑥(𝑠)| d𝑠, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

Alors |𝑥(𝑡)| ≤ 𝑎𝑒𝑏𝑡, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]



Principe de Pontryagin
Théorème (Théorème d’Ascoli). Soit ℱ une partie de 𝐶0

telle que :

∃𝑀 ∶ |𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], ∀𝑓 ∈ ℱ
∀𝜖 > 0, ∃𝛿 > 0 ∶ |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)| ≤ 𝜖, ∀𝑓 ∈ ℱ, ∀𝑡, 𝑠 tq |𝑡 − 𝑠| ≤ 𝛿

Alors ℱ est relativement compacte dans 𝐶0

Définition. On suppose :

• 𝐿 continue, différentiable par rapport à 𝑥 et ∇𝑥𝐿
continue en 𝑡, 𝑥, 𝑢

• 𝑔 de classe 𝐶1

• 𝑓 est differentiable par rapport à 𝑥 et 𝐷𝑥𝑓 est continue
en 𝑡, 𝑥, 𝑢

Supposons 𝑢̄ un contrôle optimal, et 𝑥̄ = 𝑦𝑢̄ l’état optimal. Soit
𝑡 ∈]0, 𝑇 [ un point de continuité de 𝑢̄ et 𝑣 ∈ 𝐾 un contrôle
admissible constant arbitraire. Pour 𝜖 ∈]0, 𝑇 [ posons :

𝑢𝜖(𝑠) = {𝑣 si 𝑠 ∈ [𝑡 − 𝜖, 𝑡]
𝑢̄(𝑠) sinon

et notons 𝑥𝜖 = 𝑦𝑢𝜖
le contrôle associé.

Lemme. Soit 𝑧𝜖 = 𝜖−1(𝑥𝜖 − 𝑥̄) alors 𝑧𝜖 est borné et converge
simplement sur [0, 𝑇 [ et uniformement sur [𝑡, 𝑇 ] vers 𝑧 qui
résout l’équation linéarisé :

̇𝑧(𝑠) = 𝐷𝑥𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑢̄(𝑠))𝑧(𝑠) sur (𝑡, 𝑇 ]
𝑧(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥̄(𝑡), 𝑣) − 𝑓(𝑡, 𝑥̄(𝑡), 𝑢̄(𝑡))

Théorème. Soit 𝑢̄ un contrôle optimal, continu par morceaux
et soit 𝑥̄ l’état optimal correspondant. Alors pour chaque point
𝑡 de continuité de 𝑢, on a

𝑢̄(𝑡) ∈ arg max
𝑣∈𝐾

𝐻̲̲̲̲̲(̲𝑡, 𝑥̄(𝑡), 𝑣, 𝑝(𝑡))

avec 𝑝 l’état adjoint, i.e. la solution de
𝑝̇(𝑠) = −∇𝑥𝐻(𝑠, 𝑥̄(𝑠), 𝑢̄(𝑠), 𝑝(𝑠)), 𝑠 ∈ [0, 𝑇 ]

Ou 𝐻 est le pré-Hamiltonien :
𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑝) = 𝐿(𝑡, 𝑥, 𝑢) + 𝑝.𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢)

∀(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑝) ∈ [0, 𝑇 ] × ℝ𝑑 × 𝐾 × ℝ𝑑

avec la condition terminale de transversalité :
𝑝(𝑇 ) = ∇𝑔(𝑥̄(𝑇 ))

Equation d’Hamilton-Jacobi
Proposition (Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman).
Supposons v régulière, alors v est solution de l’équation
d’Hamilton-Jacobi-Bellman :

𝜕𝑡𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝐻(𝑡, 𝑥, ∇𝑥𝑣(𝑡, 𝑥)) = 0

Contrôle Feedback et conditions suffisante

𝜕𝑡𝑤(𝑡, 𝑥) + 𝐻(𝑡, 𝑥, ∇𝑥𝑤(𝑡, 𝑥)) = 0 (⋆)
𝑤(𝑇 , 𝑥) = 𝑔(𝑥)∀𝑥 ∈ ℝ𝑛

Théorème. Supposons que 𝑤 est une solution de classe 𝐶1 du
problème aux limites ⋆, et que pour tout (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ] × ℝ𝑛, il
existe 𝑈(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑉 solution du problème :

sup
𝑢∈𝑉

{𝐿(𝑡, 𝑥, 𝑢) + ∇𝑥𝑤(𝑡, 𝑥).𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢)}

alors 𝑈 est un contrôle optimal en feedback et donc si 𝑦 est
solution de

̇𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑈(𝑡, 𝑦(𝑡))), 𝑦(0) = 𝑥

𝑦 est une trajectoire optimale et 𝑢⋆(𝑡) = 𝑈(𝑡, 𝑦(𝑡)) est un
contrôle optimal. Enfin, 𝑤 est la fonction valeur du problème.
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