Programmation Dynamique

Horizon fini

Principe de la programmation dynamique
Proposition. Soit x € A alors (z,xq, ..., x7) solutions de
v(0,z) = V7=1,..,T—1, la suite (x,...,z7) est solution
de v(T,x,)

Proposition. Soit x € A,

v(t,z) =sup{Vi(z,y) +v(t+1,y):y € I\ (x)}

Backward induction

Proposition. (z,x,...,zy) solution de

v(0,z) & Vt=0,..,T—1; x;,, solution de
sup {Vi(zy,y) +o(t+1,9)}

yely (@)

Horizon infini

Problémes & horizon escompté du type

o0
v(x) := sup {Z BtV (zy, x4p1)zg =2, 0, € A,y g € F(mt)}
t=0

Notations et hypotheéses
e A espace métrique compact
o T(x)#0,Vze A
e« V(.,.) continue sur A x A
o Adm(z) ={% = (z));»0: o =T, 7, €A,z €
I'(z,)Vt > 0}
Définition. Soient X et Y espaces métriques et F

correspondance a valeurs compactes non vides de X dans Y et
rzeX:

1. Fhesenx siVe, -z e X etVy, € F(x,) la suite
Y, admet une valeur d’adhérence dans F(x)
2. Fhcienzx siVye F(z) et YV, -z € X, Iy, € F(z,)
telle que y,, =y €Y
Ou de fagon équivalente :
1. F h.c.s en x si pour tout ouwvert V contenant F(x), il

existe un voisinage U de x tel que V contienne F(y)
pour tous les y de U

2. F h.c.i en x si pour tout ouvert V' qui rencontre F(x), il
eziste un voisinage U de x tel que V rencontre F(y) pour
tous les y de U

Existence de solutions

Proposition. (A,,d.,) est compact.

Lemme. Vz € A, Adm(z) est un compact de (A, dy)-
Lemme. u est continue sur (A, dy,).

Proposition (Fonction valeur, équation de Bellman). .
Si & € Adm(x) est solution de v(xz) alors pour tout T > 0
la suite (z;);>, est solution du probléme v(x,)

sup {V(z,y)+ Bu(y)}
ver(x)

o v(.) solution de v(z) =

Berge et Blackwell

Pour tout f € B(A) on définit :
Tf(z) = sup {V(z,y)+Bf(y)}

yel'(z)
Théoréme (Théoréme de Blackwell). Soit H un opérateur de
B(A) dans lui méme vérifiant :
1. H monotone

2. dn €0, 1] tel que Ya >0, f € B(A) on ait
H(f+a)<Hf+na

alors H est une contraction de B(A) de rapport n

Corollaire. L’équation de Bellman admet une unique solution,
et Vf € B(A), v limite uniforme de la suite T" f

Proposition. Vf c C%(A,R),Tf c C°(A,R) donc v continue.

Théoréme (Théoréme de Berge). Soit X et Y deuz métriques,
F une correspondance continue, a valeurs compactes, non
vides de X dans Y. f € CO9(X x Y,R). Pour tout x € X soit :

max f(z,y) et M :={y € F(z): f(z,y) = g(x)}

g(x) == max

Alors g est continue sur X et M une correspondance o valeurs
non vides, h.c.s.

Temps continu
Equation d’Euler-Lagrange

sup

T
J(z) = / Lt o(t), &(t) dt + g(2(T)) + (2(0))
zeC1([0,T7]) 0

e L,get fsont C!

OL oL
.Lvi:Tviethi:TIi
« V,L= (Lvl,...,Lvn)/ et V, L = (Laclﬂ""Lwn)/

Proposition. Soit x € C'([0,T)), si x solution alors on a :

1. x solution des équations d’Euler-Lagrange :
d . .
3 [Vol(t,a(t), 2(t)] = Vo L(t, x(t), &(t)

2. x verifie les conditions de transversalité :

V, L(0,2(0), %(0)) = f'(x(0))
Vo, L(T, z(T),&(T)) = —g' (x(T))

3. Si on suppose que g et f concaves sur R" et que
vt € [0,T], L(t,.,.) est concave sur R" alors st
x € CY([0,T)) verifie les équations d’Buler-Lagrange et
les conditions de transversalité alors x est solution.

Principe de la programmation dynamique

v(t, @) = sup { [T L(s,y,9)ds + g(y(T)) 1y € CL,y(t) =}

Proposition. La fonction valeur verifie pour tout x € R™ et
te(0,T] :

T
v(0, z) = sup {/ L(s,y(s),y(s))ds +v(t, y(t)),y(0) = w}
t

Equations d’Hamilton-Jacobi
Proposition. Supposons v réguliere, alors v solution de :

Ov(t,z)+ H(t,z, V,u(t,z)) =0
H(t,z,p) := sup{q.p+ L(t,z,q)}
geRD

Controle optimal

T
sup J(u) = /0 L(s,z(s),u(s))ds + g(z(T))

ucll
x(t) = f(t7 x(t)v u(t))7 $(0) =g

Théoréme. Supposons f continue et
IM >0, [f(t,z,u) = f(t,y,w)| < M|z —y[,¥(t, z,y,u)

Alors sous ces hypothéses, tout controle admissible uw € U et
toute condition initiale xo ’équation admet une solution unique.

Lemme (Lemme de Gronwall). Si x € C satisfait pour des
constantes a >0 et b >0 :

lz(t)| < a-+ b/ |z(s)|ds, Vt € [0,T]
0

Alors |x(t)] < aeb, vVt €[0,T]



Principe de Pontryagin

Théoréme (Théoreme d’Ascoli). Soit F une partie de C°
telle que :

IM : |f(t)| < M,Vte[0,T),VfeF
Ve>0,30 >0:|f(t)— f(s)|<e,VfeTF Vt,stqglt—s| <6

Alors F est relativement compacte dans C°

Définition. On suppose :

o L continue, différentiable par rapport a x et VL
continue en t, x, u

e g de classe C!

o f est differentiable par rapport a x et D, f est continue
ent, T, u

Supposons u un contréle optimal, et T = yy ’état optimal. Soit
t €]0, T un point de continuité de u et v € K un contrile
admissible constant arbitraire. Pour € €|0, T[ posons :

u(s) = {u<s)

et notons x, =y, le contréle associé.
c

st s € [t—e,t]

sinon

Lemme. Soit z, = ¢ '(x, — Z) alors z, est borné et converge
stmplement sur [0, T[ et uniformement sur [t,T| vers z qui
résout l’équation linéarisé :
#(s) = D, f(s,z(s), u(s))z(s) sur (¢, T]
2(t) = f(t, 2(t),v) — f(¢,2(t), u(t))
Théoréme. Soit u un contréle optimal, continu par morceaux
et soit T l’état optimal correspondant. Alors pour chaque point
t de continuité de u, on a
a(t) € argmax H(t, &(t), v, p(t))
veK
avec p l’état adjoint, i.e. la solution de
p(s) = =V H(s,Z(s),u(s),p(s)),s €[0,T]
Ou H est le pré-Hamiltonien :
H(t,z,u,p) = L(t,z,u) + p.f(t, T, u)
Y(t,x,u,p) €0, T] x R* x K x R¢
avec la condition terminale de transversalité :
p(T) = Vg(z(T))

Equation d’Hamilton-Jacobi

Proposition (Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman).
Supposons v réguliére, alors v est solution de l’équation
d’Hamilton-Jacobi-Bellman :

O(t,z)+ H(t,x, V,u(t,x)) =0

Controéle Feedback et conditions suffisante

Oyw(t,z)+ H(t,z, Vyw(t,z)) =0 (%)
w(T,z) = g(z)Vx € R™

Théoréme. Supposons que w est une solution de classe C' du
probléme auz limites *, et que pour tout (t,x) € [0,T] x R™, 4l
existe U(t,z) € V solution du probléme :

sup{L(t, @, u) + V,w(t, o). f(t, 2, u)}
ueV

alors U est un contréle optimal en feedback et donc si y est
solution de

y(t) = f(t7 y(t)7 U(t9 y<t)))7 y(O) =z

y est une trajectoire optimale et u*(t) = U(t,y(t)) est un
contréle optimal. Enfin, w est la fonction valeur du probléme.
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